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Rozwiązania Etapu 3
Zad. 1: Dla jakich liczb naturalnych n ułamek 
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 jest liczbą naturalną?
Rozwiązanie:
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Liczba będzie naturalna, jeśli
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Odp: Dla 
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Zad. 2: Znajdź takie wszystkie pary liczb naturalnych, że suma liczb w każdej parze
wynosi 168, a ich największym wspólnym dzielnikiem jest liczba 24.
Rozwiązanie:

Niech 
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Wtedy 
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Warunek spełniają następujące pary liczb:
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Odp: Szukane pary liczb x i y to: 
Zad. 3: Długości boków pewnego trójkąta prostokątnego wyrażają się liczbami całkowitymi oraz wiadomo, że jedna z przyprostokątnych ma długość 10. Znajdź długości pozostałych boków.

Rozwiązanie:
Niech: a – druga przyprostokątna, b – przeciwprostokątna (a < b).

Z tw. Pitagorasa: 
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Wtedy: 
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Ponieważ a,b(N+  i a < b, to: b-a>0 i b-a(N+, b+a>0 i b+a(N+ , b+a>b-a,

czyli:
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Odp: Przyprostokątna a=24, przeciwprostokątna b=26.
Zad. 4: Wyznacz stosunek długości promieni okręgów opisanego i wpisanego w trójkąt prostokątny równoramienny.
Rozwiązanie:
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Promień okręgu opisanego: 
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Stosunek długości promieni: 
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Zad. 5: Wyznacz takie 
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Rozwiązanie:
Szkicuję wykres funkcji dla k =0:
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Stąd:

1o dla [image: image33.png]x € (2; 3)
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2o dla [image: image39.png]x € (3;4)
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3o dla [image: image45.png]x € (4;8)
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Dla dowolnego k następuje przesunięcie wykresu funkcji o k jednostek w górę lub w dół. Wtedy:
· Wartość najmniejsza funkcji f wynosi k.

· Wartość największa funkcji f wynosi 2+k.
· Suma wartości najmniejszej i największej: 
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Stąd wynika, że 
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Zad. 6: Udowodnij, że jeżeli dla liczb naturalnych m, n, p spełniona jest równość 
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, to przynajmniej jedna z tych liczb jest podzielna przez 2.
Rozwiązanie:

Dowód nie wprost:

Przypuśćmy, że m, n, p są nieparzyste. Wtedy 
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Suma 
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 jest parzysta, 
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 jest liczbą nieparzystą.

Otrzymaliśmy sprzeczność, bo 
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 jest nieparzysta, czyli co najmniej jedna z liczb musi być parzysta (podzielna przez 2).
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